HST-2901 Histoire des mathématiques
Complexité de I’algorithme d’Euclide

Méme si la complexité algorithmique est un domaine qui a connu un essor considérable
principalement au cours des dernieres décennies, il est intéressant d’observer que certains
résultats dans ce domaine remontent au milieu du X1X°¢ siecle. On doit en effet au mathéma-
ticien francais Gabriel Lamé (1795-1870) le théoréme suivant, paru dans les Comptes rendus
de I’Académie des sciences en 1844.

Théoreme Le nombre de divisions a effectuer pour trouver le PGCD de deux entiers
naturels a l'aide de l'algorithme d’Euclide ne dépasse pas cing fois le nombre de chiffres dans
I’écriture décimale du plus petit des deux nombres.

Mais avant de plonger dans cette démonstration, on peut noter au passage un lien
révélateur entre l'algorithme d’Fuclide et la célebre suite des nombres de Fibonacci
(1,1,2,3,5,8,13,...), définie récursivement par

F=FK=1 F,=F, 1+ F, o pour n=3,4,...

En appliquant cet algorithme a deux nombres de Fibonacci consécutifs, F,, o et F,,1 avec
n > 1, on obtient :

Fn+2 = 1Fn+1+Fn

Fn+1 - 1Fn+Fn—1

Fy, = 1-F3+ F
F3 = 2-Fy,

montrant ainsi que PGCD(F), 1o, Fy,11) = Fy = 1, c’est-a-dire que ces deux nombres sont
premiers entre eux. Or le point intéressant, et c’est 1a le coeur de 'observation de Lamé,?
est qu’on se trouve ici en présence d'une < longue » suite de divisions euclidiennes, en ce
sens que les quotients, sauf le dernier, sont tous égaux a 1. Il s’agit donc en quelque sorte du
pire cas pour ce qui est de I'efficacité de la procédure d’Euclide et les nombres de Fibonacci
serviront pour ainsi dire de < barometres > dans ’analyse de 'efficacité de cet algorithme.
(On aura noté que le calcul a été effectué ici en précisément n étapes, c’est-a-dire qu’il a
nécessité n divisions euclidiennes.)

Voici donce la démonstration du théoréeme de Lamé.

DEMONSTRATION : Soit deux naturels a et b, avec a > b, dont le PGCD 7; a été trouvé

1. Le texte de Lamé ne parle pas de < nombres de Fibonacci >, tournure qui n’est devenue ’expression
consacrée que plus tard au X1x° siecle, sous l'influence d’Edouard Lucas (1842-1891).



via l’algorithme d’Euclide a 'aide de j + 1 divisions euclidiennes :

a = ql‘b+7”1 O<ri<b

b = go-T1+ T2 0<ry <y

T = Q3-T2+7T3 0<ry <ry
Tj—2 = Qj'Tj_1+Tj 0<’f’j <Tj-1
Tj—1 = qj+1°T5-

Observons tout d’abord que tous les nombres intervenant dans ce calcul sont des naturels
non nuls. On a donc en particulier que tous les quotients satisfont ¢; > 1. De plus g;41 > 1,
car sinon on aurait r;_; = r;, ce qui contredirait la derniere condition 0 < r; < r;_;.

En remontant la chaine de divisions euclidiennes, de bas en haut, on trouve alors

] > 1 =1 = FQ
Ti-1 = Qj+1° 7T > 2-1 = 2 = Fj
Ti—2 = (gj Tj-1 + T Z 1-241 3 F4
ri-3 = (j—1-Tj-2 + Tj-1 Z 1-3 + 2 = 5 = F5
T‘j_4 = Qj_g . Tj_g + 7"]‘_2 Z 1- 5 + 3 = 8 = F6

b = q-ri+re > 1-Fj + F = Fjp.

Autrement dit, pour qu’il y ait eu 7+ 1 divisions dans I'application de I’algorithme euclidien,
il faut que
b > F}+27 (*)

ou b est le plus petit des deux nombres dont on cherche le PGCD. (C’est par le biais de cette
inégalité que les nombres de Fibonacci jouent ici le role de barometres dont je parlais plus
haut.)

Nous proposons maintenant deux fagons (en soi essentiellement équivalentes) de conclure
la démonstration du théoreme de Lamé a partir de cette derniere inégalité.

Variante 1 : Cette premiere preuve repose sur le résultat préliminaire suivant :
Foi5 > 10F, pour n > 2. ()

On vérifie facilement que cette inégalité est vérifiée pour n = 2. Par ailleurs, pour n > 3, on
a

Foys = Fopa+ Fags
= 2F3+ Foypo
= 3F,0+2F,
= bHF,1+3F,
= 8F, +5F,_;.
De plus, la suite de Fibonacci n’étant pas décroissante, on a F,, = F,,_1 + F,,_» < 2F,_q,

d’ou 'on tire 2F,, < 4F,,_. Il s’ensuit alors F, 5 = 8F),, + 5F,_1 > 8F,, + 4F,_1 > 10F,, et
donc F, 5 > 10F},, tel que demandé.



L’inégalité () nous dit donc que pour n > 2, F, .5 a au moins un chiffre de plus que
F,, dans sa représentation décimale. On peut alors en dégager une borne sur le nombre de
chiffres des nombres de Fibonacci, lorsqu’écrits en base dix, en égrenant ceux-ci par tranches
de cing. Partant du fait que pour 2 < n < 6, F,, est un nombre a un chiffre, on en tire que

pour 5+1<n<2-5+1, F,, s’écrit avec au moins 2 chiffres
pour 2-5+1<n<3-5+41, F,, s’écrit avec au moins 3 chiffres
pour 3-5+1<n<4.-541, F,, s’écrit avec au moins 4 chiffres
pour k-5+1<n<(k+1)-5+1, F,, s’écrit avec au moins (k + 1) chiffres.

Soit maintenant £, le nombre de chiffres dans le développement décimal de b. On a donc
b < 10¥, et il faut montrer, pour conclure la preuve du théoreme de Lamé, que j + 1 < 5k,
ou, rappelons-le, j 4+ 1 est le nombre d’étapes dans I'application de ’algorithme d’Euclide a
a et b (avec a > b). Supposons au contraire que j+1 > 5k. On a donc j+2 > 5k + 1, d’ou il
suit, par les considérations précédentes sur le nombre de chiffres des nombres de Fibonacci
écrits en base dix, que Fjio s’écrit avec au moins (k + 1) chiffres. Or par l'inégalité (), il
en serait de méme pour b, ce qui contredit le fait que b a précisément k chiffres dans son
écriture décimale. [

Variante 2 : Voici une autre facon de conclure la démonstration du théoreme de Lamé.
Elle utilise le fait bien connu que le n® nombre de Fibonacci satisfait I'inégalité

F,>a"2, (k)

ou a = %‘F’ désigne le nombre d’or, solution de I’équation o? = a + 1.2

Combinant les inégalités (+*x) et (), on en tire que b > F; 5 > o/. Comme on s’intéresse
au nombre de chiffres décimaux de b, il est naturel de passer au logarithme base dix. On a
donc log;y b > j - logyy . Or on peut se convaincre facilement du fait?® que log,q o > %, de
sorte que log,, b > %

Soit maintenant £, le nombre de chiffres dans le développement décimal de b. On a alors

b < 10, donc log,,b < k. On en conclut que 1 <k, donc que j < 5k et enfin, j et k étant

des entiers, j + 1 < 5k, ce qu’il fallait démontrer. [

Le théoreme de Lamé affirme donc que I'algorithme d’Euclide appliqué a des entiers a et
b (a > b) arréte apres O(log,,b) divisions euclidiennes. Pas mal efficace, somme toute !

2. L’inégalité (x#x) se vérifie aisément par récurrence. Elle est immédiatement vraie pour n = 1 et 2.
Supposant Fj,_1 > ok 3 et Fy_o > aF 4 onaalors F, = Fy_1 + F_o > a3+ = (a+ 1)aF ™ =
2 k-4 _ k-2
a‘a = a7 %
3. L’inégalité log,q o > % peut se vérifier par une simple évaluation numérique, car log;, o = 0,208987 - - - .
On peut aussi justifier cette inégalité en bornant log,, o de la maniére suivante :

5 5
1++5 54125 5+11\° 165 10242 10002
= (Y= = = > = 10.
2 10 10 105~ 10° 105

Le résultat suit en prenant le log;, des expressions extrémes. Je remercie mon collegue Jérémie Rostand de
m’avoir proposé cette astucieuse minoration.



