Chapitre 5

Transformations linéaires

Dans ce chapitre nous allons étudier un autre sujet ou ’algebre des matrices permet une sim-
plification importante. Ce sujet concerne I'étude des fonctions linéaires a plusieurs variables.
Ici encore, nous nous limiterons au cas ou les espaces sur lesquels ces fonctions sont définies,
sont les espaces euclidiens R”. Comme précédemment, avant de donner des définitions for-
melles, nous allons considérer quelques situations géométriques en dimension 2 et 3.

5.1 Transformations géométriques

5.1.1 Le cas de la dimension 2

Les fonctions vectorielles de R? dans R? les plus simples sont les déplacements plans rigides,
c’est-a-dire les déplacements de vecteurs qui ne changent pas les longueurs. Il y a deux
déplacements de base.

a) La translation par un vecteur fixe @ = (ay, as), qui a chaque vecteur ¢ = (vq, v3) associe
le vecteur @ = (v1 + aq,v2 + ag). Cette transformation sera notée tz.

b) La rotation d'un angle o autour de l'origine, qui a chaque vecteur v = (vq, v3) associe
le vecteur W = (cos av; — sin awvy, sin av; + cos avy). Cette transformation sera notée
T



r_a(v)
t_a(v)

Dans les deux cas, on peut utiliser I’écriture matricielle pour simplifier,
o L S cosa —sina \
tz(0) =d+ v, ro(0)=1{ " v.
sinv  +cos«

Les dilatations et les rétrécissements, sont aussi simples a exprimer

» 0) -
hap(V) = (avy, bvy) = (E)L b) v.

Si a = b cette transformation est appelée homothétie. Si a # b, elle est appelée affinité.
On peut aussi composer des transformations. Ainsi, on peut exprimer la transformation
composée (appelée similitude) qui consiste a tourner un vecteur d'un angle % autour de 0,

pour ensuite réduire sa longueur de moitié,

= (3 ) (28 Z28))- (5 )

De méme, une rotation d’angle « suivie d’une rotation d’angle 6 s’exprimera sous la forme

= O

1
2

. cos) —sind cosa —sina \
T@(Ta(v)) — . . v
sinf -+ cost sina  +cosa
B cosfcosa —sinfsinae  —cosfsina —sinfcosa \
sinfcosa + cosfsina  —sin @ sin a + cos 0 cos «

~ [cos(f+a) —sin(d+ ) ) .
sin(f0 +«) +cos(@+a))

On retrouve donc le résultat bien connu
76O T = To4a- (5.1)

5.1.2 Le cas de la dimension 3

La translation et I’homothétie sont définies, en dimension 3, comme en dimension 2. Pour la
rotation, la question est plus difficile. Si 'axe de rotation est un des axes de coordonnées, la



coordonnée correspondante reste inchangée et la matrice a une structure simple. Ainsi, une
rotation d’angle # autour de Oy s’écrit

cosf 0 —sind x
Yz, y, 2) = 0 1 0 y | =(xcosh — zsinb,y,xsinf + zcosh ).
sinf 0 cosf z

Il est immédiat de vérifier que deux rotations successives autour du méme axe satisfont la
regle (5.1). Cependant, 'expression algébrique d’une rotation autour d’un axe quelconque
est plus difficile a obtenir et nous y reviendrons un peu plus tard.

Nous avons déja montré comment calculer la projection d'un vecteur sur une droite ou sur
un plan engendré par deux vecteurs orthogonaux. Dans les deux cas, la projection est une
“transformée” du vecteur initial. Cherchons des expressions matricielles de ces transforma-
tions.

a) Projection sur la droite passant par (0,0,0) et parallele a .

V1w -+ VoaWo -+ U3w3)

T
iz

7 = projg(v) = 7= ”iiliw’ = IIw V1w + VoW + V3w3)
w ||2 (v1w1 + Va2W2 + ’U3’LU3)
w% wWiwy  WiWs3 U1
= W Wawq w% wﬂé}?, V2
W3wq W3wa w3 V3

La matrice qui apparait dans le dernier membre de droite est obtenue en faisant le

wy
produit du vecteur colonne | ws | par le vecteur ligne (w; ws w3 ). Finalement,
w3
on peut écrire
. — 1 — N\t —
proj () = W ((w)(w) )U‘

b) Projection sur le plan passant par (0,0,0) et engendré par deux vecteurs perpendicu-
laires w; et ws. Notons P, ce plan , nous avons vu au chapitre 3 que

proj p () = proj g, (¥) + proj g, (7).
Il découle de ce qui précede, que cette expression peut s’écrire sous forme matricielle
comme suit :

proj p(7) = (%wn(wm : 2<w2><w2>t> v

[[wa]



Exemple 5.1.1  Les vecteurs @, = (1 1 —1)" @, =(1 —1 0)"sont orthogo-

2 2
naux et engendrent le plan P: x + y+ z = 0. Pour obtenir I'expression matricielle de
2\
la projection d'un vecteur quelconque v = | y | sur P, on calcule
z
1 1 1 _1
3 2 4 1 2
=12 _ 1 1 1 _ 1 1 1
[ ||” = 3 s | (3 3 —1)= i1 T2
puis
1 1 -1 0
o> =2, | -1](1 -1 0)=|-1 1 0
0 0O 0 0

En faisant la combinaison, nous obtenons la matrice de projection suivante,

2
3

5.2 Quelques définitions et propriétés élémentaires

Dans chacun des exemples géométriques précédents, sauf celui de la translation, nous avons
pu associer une matrice a chacune des transformations étudiées. Nous sommes donc natu-
rellement conduits a la définition suivante.

Définition 5.2.1  Soit A € M,,,, on appelle transformation matricielle associée a A,
notée T4, la fonction de R™ — R™ définie par

Ty(Z) = Az, VzeR"™
Le résultat suivant découle directement des propriétés du produit matriciel.

Proposition 5.2.1  Pour toute matrice A € M,, ,,, la transformation matricielle T’y possede
les propriétés suivantes

(a) Ta(Z+y) = Ta(@) + Ta(y), VI yeR™
(b) Ta(0) = 0.
(c) T,(aZ) = aTx(Z), Va € R, Vi e R™.

REMARQUE 5.2.1 Si F': R® — R™ est une transformation matricielle, elle possede les
propriétés suivantes :



a) pour tous vecteurs ¥y, Uy, ..., U, € V et pour tous scalaires ki, ks,..., k, € R, nous
avons

—,

b) F(0) =0.

REMARQUE 5.2.2  Une fonction de R" dans R™ qui possede les propriétés (a) et (c) est
appelée transformation linéaire. Une transformation matricielle apparait donc comme un cas
particulier d’une telle transformation. Cependant il est facile de montrer que, sur l'espace
euclidien R™ toutes les transformations linéaires sont matricielles. C’est pour cela que nous
avons choisi de ne pas les distinguer des le départ et c’est également pour cela que nous
mélangerons allegrement les mots matricielle et linéaire.

Exemple 5.2.1
a) Soit
F : R2—TR?
(xay) —>F(I7y) - (xux+y7x_y)

Alors F est la transformation linéaire associée a la matrice

1 0 0
A=1[1 1 0
1 -1 0

Cependant, nous n’avons pas besoin de connaitre A pour montrer que F satisfait (a)
et (c).

(1) Pour tout (x,y), (z,w) € R?,

Fl(z,y) + (z,w)] = F(z + 2,y + w)

(x+z,x4+z+y+wr+z—y—w)
= (r,z24+y,z—y)+(z,z4+w,z—w)
= F(x,y)+ F(z,w).

(2) Pour tout (x,y) € R? et pour tout k € R,

Flk(e,y)] = F(k,ky) = (ke ke + ky, kz — ky)
= k(z,z+y,x—y)=kF(x,y).

b) La translation ¢z : R® — R3 n’est pas une transformation linéaire. En effet

tz(0) = @ # 0.



Proposition 5.2.2  Une transformation linéaire transforme une droite en un point ou une
droite.

DEMONSTRATION:  Toutes les droites de R™ sont de la forme

D= {(aY, 29,23, ...,2°) +t(vy,va,...,0,) | t € R},
ot (2%, 29,29, ..., 2%) est un point par ol passe la droite et (vq,vs, . .., v,) un vecteur parraléle
a la droite. Soit T': R™ — R™ une transformation linéaire quelconque. Tous les points de D
sont appliqués sur des points de R™ de la forme

T((2Y, 29,29, ..., 2°)) +tT((v1,va, . . ., ).

Posons zg = T((29,29, 23, ..., 29),w = T((v1, v, ..., v,)). 20 et w sont des vecteurs fixes de

R™. Il y a maintenant deux cas possibles. Si w = 0, tous les point de D sont appliqués sur
le point zg. Si w # 0, alors tous les points de I'image de D sont sur la droite T'(D) dans R™
qui passe par 2 et est parallele a w. g

5.3 Espaces associés a une transformation linéaire.

Définition 5.3.1  Soit A € M,,,, et Ty : R" — R™ la transformation linéaire associée.

a) Le noyau de Ty, dénoté ker(Ty), est le sous-ensemble de R™ défini par
ker(Ty) = {17 € R*|Ty (7) = 6} .
b) L’image de Ty, dénotée Im (T4) est le sous-ensemble de R™ défini par
Im (T) = {Tx (V) | 7€ R"} .

Exemple 5.3.1

a) SiT =7y est une rotation d’angle § autour de Oy, le seul vecteur pour lequel T'(7) = 0

est 0, donc
ker(r$¥) = {0}.

Par ailleurs, la loi de composition (5.1), nous indique que pour n’importe quel w € R?
si @ = r%%(w), on aura

Oy(

Oy _ Oy/ o
r2g(0) =1y orZg(w) = rg”

0) =ry" or g(w) = ry? (W) = w.
. O < g
Donc tous les vecteurs de R? sont dans I'image de r; ¥ ¢’est-a-dire

Im (r$¥) = R®.



b) Soit w un vecteur unitaire de R®. Nous savons que
proj () = (7 - 0.
Pour que proj 4(%) = 0, il faut que @ - = 0 autrement dit il faut que @ soit dans le
plan qui passe par l'origine des vecteurs perpendiculaires a W. On a donc que le noyau
ker(proj ) = {¥| - = 0},

est de dimension 2. Par ailleurs si 2 = proj (), 2 est un multiple de @. Autrement dit,
I'image Im (proj ;) est la droite engendrée par o, ¢’est un sous-espace de dimension 1.

Proposition 5.3.1 Soit A € M,,,, et Ty : R" — R™ la transformation linéaire associée.
a) ker(T4) = espace des solutions du systéme homogéne de matrice A.

b) Im (T'4) = espace des colonnes de A.

DEMONSTRATION:  Pour vérifier la premiere affirmation, on remarque que T4 (¥) = 0 si
et seulement si AV = 0, donc si et seulement si le vecteur ¢ est une solution du systeme
homogene dont la matrice est A.

Pour la seconde, notons que @ € Im(T4) si et seulement si, il existe v € R” tel que
AU = 0.
Nous avons déja vu que si ¢, ..., G, sont les colonnes de A, I'égalité ci-haut peut s’écrire
v151+...—|—vm5m:w.

Donc @ € Im (7T4) si et seulement si @ est une combinaison linéaire des colonnes de A
c’est-a-dire si et seulement si @ est dans ’espace colonne de A.

Corollaire 5.3.1  Pour toute matrice A € M,,,,, ker(T4) est un sous-espace de R™.
DEMONSTRATION:  En effet, si 0, @ € ker(T') et si & € R, on a bien

Ta (T + o) = Ta(¥) + aTa(wW) = 0+ a0 = 0,
ce qui implique que la combinaison ¢+ a est aussi dans ker(7T4).

REMARQUE 5.3.1  Nous avons donné une interprétation géométrique de I'espace colonne
mais qu’en est-il de I'espace ligne. La réponse est simple, il suffit de transposer. Si I'espace
colonne de A est I'image de T4, alors I'espace ligne de A est 'image de Tae.



Exemple 5.3.2  Les vecteurs w; = (0,1,0)" et wy = (\%2,0, —\%)t sont de longueur 1 et

engendrent le plan = 4+ z = 0. La matrice représentative de la projection sur ce plan s’écrit
1

0 —3

1 0

1

2

Ol

t t
Q= (w1w1 + w2w2) =
1
5 0
Géométriquement on s’attend a ce que le noyau de cette projection soit une droite engendrée
par un vecteur perpendiculaire a la fois a w; et wy. Montrons que ceci correspond bien a

I'interprétation algébrique du noyau que nous avons donnée. Pour résoudre

QY =0
nous mettons () sous forme échelon et obtenons

1
2

0
0

)

1
2
Qe: 0
0 0

On voit que, si la solution du systéme homogene est écrite (x1, z9, x3), la variable 3 est libre
et x9 = 0 puis x; = x3. L’espace solution du systeme homogene est constitué des vecteurs
(23,0,23) = 23(1,0,1), c’est la droite qui passe par (0,0,0) et parallele a (1,0,1). On note
que ce dernier vecteur est bien perpendiculaire a w, et w,.

Pour déterminer I'image, notons que () est symétrique, donc que son espace colonne est égal
a ’espace des rangées. Ce dernier espace est engendré par les rangées non nulles de la forme
échelon, c’est donc 'espace
o1 1,
Im = lin ((5, 0, —5) ,(0,1,0)).
Le second vecteur est w; tandis que le premier est \%wg. On obtient donc que I'image est le
plan engendré par w; et ws, ce qui correspond bien a l'intuition géométrique.

Le théoreme suivant, appelé théoreme du rang, est fondamental.

Théoréeme 5.3.1 Soit T : R® — R™ une transformation linéaire associée a une matrice
mxn A.

dim(ker(T")) + dim(Im (7)) = n.

DEMONSTRATION:  Dans le contexte restreint dans lequel nous travaillons, la démontration
de ce théoreme est assez simple. En effet, nous savons que le noyau de A coincide avec le
noyau d’une forme échelon quelconque de A. Or nous savons que la dimension du noyau de
la forme échelon est égal au nombre de variables libres c¢’est-a-dire au nombre de colonne qui
ne contiennent pas d’élément directeur. Appelons k ce nombre, nous avons donc que n—k est



le nombre de colonnes contenant un 1 directeur ou encore le nombre de rangées non nulles
de la forme échelon, c’est-a-dire le rang de A. Donc

k4 rang (A) = n.

Or k = dim(ker(74)) et rang (A) = dim(Im (7)), la proposition est donc démontrée. g

Exemple 5.3.3

2)

Sinous revenons a ’exemple 5.3.1, nous voyons que, pour le premier cas, dim(ker(rg) ) =
0, dim(Im (r5¥)) = 3 et donc le résultat est vérifié.

Pour le second cas, dim(ker(proj z)) = 2, dim(Im (proj z)) = 1, le théoreme est encore
vérifié. Il en va de méme pour le troisieme cas, ou le noyau est de dimension 1 et I'image
de dimension 2.

Considérons la matrice

S O W W

-2 =2

Cherchons la dimension du noyau de Ty qui n’est rien d’autre que la dimension de
I’espace solution du systeme homogene. Pour ce faire, mettons la matrice sous forme
échelon,

S O W

A, =

o O O+
S O NN

0

Nous savons que la dimension de l’espace solution du systeme homogene est égale
au nombre de variables libres. Or il y a une seule colonne correspondant a une telle
variable, la colonne 3. L’espace solution est donc de dimension 1.

L’espace image doit donc étre de dimension 2, ce qui signifie que deux des colonnes sont
linéairement indépendantes et engendrent celle qui reste. La forme des deux premieres
colonnes de A, ¢; et ¢, montrent qu’elles sont linéairement indépendantes. Pour voir
que la troisieme colonne c3 est une combinaison de ¢; et ¢y, cherchons x,y tels que
xcp + yco — c3 = 0, c’est a dire cherchons une solution du systeme homogene de la
forme (x,y, —1). Or d’apres la forme échelon de A la troisieme inconnue, disons z, est
libre et, en plus, x 4+ 2y + 3z = 0,2y + 6z = 0. Prenant z = —1,y = 3,z = —3 nous
obtenons la combinaison c3 = —3c¢; + 3co. L’espace colonne est donc de dimension 2,
i.e. que le rang de A vaut 2 .



Exemple 5.3.4  Trouvons la dimension de I'espace des solutions du systeme AX = 0 ou

€

1 201 0
T2
A=113 0 0 . X = . 0=10
1010 L3 0
Ty
Or
1 201 1 20 1 120 1
Ry — Ry, — R
A=|130 0 R2<_R2 R1 0 10 1| e hs+2l 0o
1010 L A BV R . | ’ 001 —3

D’ou rang A = 3, et d’apres le théoreme 4,
dim (espace des solutions de AX =0)=4— rang A=4-3=1,

ce qui correspond au fait qu’il n’y a qu’une variable libre.

5.4 Transformation linéaire et changement de base

Si nous nous reportons a la premiere section de ce chapitre, il est assez clair que, du point
de vue géométrique, l'effet d'une transformation linéaire ne devrait pas dépendre du choix
des bases dans lesquelles on décide d’écrire les vecteurs. Or, nous savons que, lorsque nous
changeons de base, nous changeons le vecteur des composantes d’un vecteur géométrique .
Ceci devrait donc affecter la matrice a laquelle est associée la transformation.

Commencons par une remarque simple.
Proposition 5.4.1  Soit A € M,,,, et Ty la transformation matricielle associée. Si
e A~ 1 -
Cn — {61,62,...,6n 5

est la base canonique de R", la k -iéme colonne de A est égale a T4 ().

Pour bien marquer le lien entre A et les bases canonique nous utiliserons la notation suivante :
si Ty est la transformation associée a A nous dirons que A est la matrice de T, dans la base
canonique et nous écrirons A = [T4].

Exemple 5.4.1
a) Soit T : R* — R? la transformation linéaire définie par

T(xayaz7t) - ($—y+z+2t,z+3t)t

T est clairement la transformation associée a la matrice

1 -1 1 2
A‘(0013)

Les colonnes de T sont les images par 1" des vecteurs de la base canonique.



b) Reprenons 'exemple 5.1.1 et utilisons la définition donnée ici pour calculer la matrice
de projection d’un vecteur de R? sur le plan = + vy + 2 = 0 & partir de la relation

—»
Y

proj p(¥) = proj z, (¥) + proj 4, (V)

ouw; = (3,5, —1)" et wy = (1,—1,0)".

pI‘Ot]:P(l,O,O) = %(%)(%a%7_1)t+%(1)(1a_1a0)t: (§’_1%’2_%)I
prOJ. P(O’ 1’ 0) - g(i)(@li’l_l)t + 5(_1)(17 _17 O)t - (_§7 571_2§)t
prOJP(O’O’l) - 5(_1)(575’_1)t+ 0)(17_170)t: (_57_§7§)t

&
=
&
-+
=.
@)
®

Nous sommes maintenant en mesure de considérer le cas plus général de deux bases quel-
conques. Si B est une base de R™ et D une base de R™, nous aurons

[T4(2)]p = DV[AZ]e, = D'AZ = D'AB[2]5.

Nous noterons [T']p s la matrice représentative de la transformation 74 dans les bases B et
D. Nous avons alors la relation

[Talps = D TA]B.

Le cas le plus intéressant est celui ou n =m et D = B. La relation précédente s’écrit alors

[T)pp = D T4]D. (5.2)

Définition 5.4.1  On dira que deux matrices A; et A, sont semblables si on peut trouver
une matrice inversible D pour laquelle

Ay, = D YA D. (5.3)

Alerte 5.4.1 L’égalité (5.2) indique donc que deux matrices semblables
représentent la méme transformation linéaire mais dans des bases différentes.

Exemple 5.4.2  Soit D = {(1,0,1,0),(—1,0,0,1),(1,2,0,0),(0,1,1,1)} une base de R*
et

T(x,y,z,t)=(x —2y+3z—t,2x+y—2z+t,—x+ 3y — 2z —t,y — 4t),

une transformation linéaire de R* dans R*. Nous avons immédiatement que la matrice A =
[T] associée a T dans la base canonique est donnée par

1 -2 3 -1
2 1 -2 1
-1 3 -1 -1
0 1 0 -4

A=[T]=



Pour obtenir la matrice représentative de T dans la base D, nous faisons simplement le
produit matriciel

—1

1 -1 1 0 1 -2 3 -1 1 -1 1 0

Tlop — 0 0 21 2 1 -2 1 0 0 21
’ 1 0 01 -1 3 -1 -1 1 0 0 1

0 1 01 0 1 0 —4 0 1 0 1

10 —-11 —-11 =7
12 —-15 —-14 -—11
6 -6 -6 —4

—-12 11 16 8

5.4.1 Matrice représentative d’une rotation de R? autour d’un axe
quelconque.

Nous terminons ce chapitre en montrant comment calculer la matrice représentative d’une
rotation autour d’un axe quelconque a 'aide de la formule de changement de coordonnées
et la notion de matrice représentative dans une base quelconque. Nous avons fait le travail
en Maple et nous nous sommes limités a un cas particulier. La procédure, quant a elle, est
tout a fait générale.

Nous choisissons comme axe de rotation la droite portée par (1,1, 1)". Nous savons comment
représenter une rotation d’angle o dans un systeme orthonormé pour lequel I'axe de rotation
est I'un des trois axes. Pour obtenir un tel systeme, nous choisissons 1’axe de rotation comme
premier axe, puis nous prenons deux vecteurs dans le plan orthogonal a cet axe, c¢’est-a-dire
le plan x 4+ y + z = 0. Ceci fait, nous orthonormalisons la base.



> restart:with(LinearAlgebra) :with(plots) :with(plottools):
> Bl:=[Vector([1,1,1]),Vector([0,1,-1]),Vector([1,-1,01)];

1 0 1
Bl =1[|1|,| 1|, |-1]]
1 B 0

Cette base n’est pas orthonormale, on commence par appliquer Gram-Schmidt,
> B2:=GramSchmidt (B1,normalized) ;

1/33 0 1/36
B2 = [| 1/3v3 |,| 1/2v2 |,| -1/6v6 |]
1/3+/3 —~1/2+/2 ~1/66

On met les vecteurs en colonne dans une matrice
> B:=<B2[1][B2[2] |B2[3]>;

1/3/3 0 1/36
B:= | 1/3vV/3 1/2v2 —1/66
1/3v3 —1/2v/2 —1/66

On construit la matrice de rotation dans le systeme de coordonnees defini par B2. L’axe de
rotation correspond a [1,1,1]
qui est le premier vecteur de la base. La premiere coordonnee doit donc etre inchangee.

> ralpha:=Matrix(3,3,[1,0,0,0,cos(alpha),-sin(alpha),0,sin(alpha),cos(alpha)]);

1 0 0
ralpha = | 0 1/2 —1/2/3
0 1/2v3  1/2

On change de base, pour une valeur particuliere de alpha,
> alpha:=Pi/3;

a:=1/3n
> ralpha;
1 0 0
0 1/2 -1/23

0 1/2v/3  1/2



> Ralpha:=B.ralpha.B~(-1);

2/3,1/6 4+ 1/12v/3v6v2,1/6 — 1/12/3v6V/2

1/3+ (—1/12v/3v2 —1/36 V6) V6,

1/3+4 (1/8v2—1/24v/3V6) V2 — (—1/24V3V2 — ™ L V6) V6
Ralpha == 1/3 — 51/8\/5—1/24\/_\/_)\/_ (—-1/24v3v2 - L v6) V6
(- v6)
v6)

D

1/3 + (1/12v/3v/2 — 1/36 /6) V/6,
1/3+ (—1/8v2 —1/24v/3V6) V2 — (1/24[[-- 6) V6
1/3 — (=1/8v2—1/24/3v6) V2 — (1/24V3v2 — £ V/6) /6
Verifions graphiquement que nous avons fait le bon travail.
> axerot:=arrow([0,0,0],convert(evalm(4%*B2[1]),1ist),0.03,0.05,0.1,

=2

> thickness=2,color=blue):
> cl:=convert(B2[2],list):
> c2:=convert(B2[2]+B2[3],1list):
> c3:=convert(-B2[2]+B2[3],1list):
> cd:=convert(-B2[2],1list):
> carre:=polygon([cl,c2,c3,c4]):
> vdep:=Vector([2,1,3]); # le vecteur initial
2
vdep = | 1
3

> vimag:=Ralpha.vdep; # sa rotation

2-1/6v3V6v2
vimag = | 2—(1/4v2—1/12/3V6) V2
— (-1/4v2-1/12V/3V6) V2

> flechedep:=arrow([0,0,0],vdep,0.03,0.2,0.05,color=red):
> flecheimag:=arrow([0,0,0],vimag,0.03,0.2,0.05,color=green):
> proj:=(DotProduct (vdep,B2[1])/DotProduct(B2[1],B2[1]))*B2[1]:
> rayonl:=vdep-proj;

0

rayonl = | —1

1
> rayon2:=Vector([-2,1,1]):
> rayon2:=Normalize(rayon2,2):
> rayon2:=Norm(rayonl,2)*rayon2:
> cercle:=proj+cos(t)*rayonl+sin(t)*rayon2:
> cercle:=convert(cercle,list):
> cerclegeo:=spacecurve(cercle,t=0..alpha,color=black,thickness=3):



> display([axerot,carre,flechedep,flecheimag,cerclegeo],
> scaling=constrained,axes=normal,orientation=[-19,80]);

—

-1.2

L’axe est en bleu, le plan perpendiculaire en gris. Le vecteur initial est en rouge et son image
par rotation en vert. Nous avons
represente l’arc circulaire balaye par la fleche pendant la rotation.



