NOTES DE COURS
METHODES ITERATIVES DE KRYLOV

1 Meéthode de projection

1.1 Généralités

Considérons un systeme linéaire inversible admettant 4 comme unique solution du
systeme
Au = b, (1)

ol A est une matrice carrée inversible d’ordre n.
On se donne une solution initiale uy ou encore une approximation de la solution .
Le résidu associé au vecteur ug est donné par

To :b—AUQ

Le systeme linéaire (1) peut aussi s’écrire sous forme résiduelle:
trouver 4 € R" vérifiant la relation

(b—Au,v)=0 VveR". (2)
En d’autres termes, cela signifie que
b— A4 L R" ouencore b— Au € (R")* = {0}.

Le principe de base d’'une méthode de projection consiste a se donner un sous-espace
K et de chercher une approximation u de la solution dans I’espace uy + K vérifiant
une condition d’orthogonalité plus faible que (2)

b— Au | K.

On peut réécrire cette condition d’orthogonalité sous la forme:
déterminer u € ug + K vérifiant:

(Au,v) = (b,v) Yve K



Le lecteur notera une grande similitude avec la méthode de Galerkin utilisée dans
la méthode des éléments finis. La condition ci-dessus porte le nom de condition de
Galerkin.

Plus généralement, on se donnera deux sous-espaces K et L de méme dimension. On
recherchera une solution approchée u € ug + K vérifiant la condition d’orthogonalité

b— Au L L.

De méme cette relation peut s’écrire sous la forme:
déterminer u € ug + K vérifiant:

(Au,v) = (b,v) Vv € L. (3)

Cette derniere relation porte le nom de condition de Petrov-Galerkin.

Voici I'interprétation géométrique de la condition:

d’ou 'appellation de méthode de projection.

En résumé, une méthode de projection est une méthode itérative de résolution des
systemes linéaires qui, a chaque itération,

e construit deux sous-espaces K et L,
e recherche le nouvel itéré u dans ug + K satisfaisant la condition de Petrov-

Galerkin
(Au,v) = (b,v) Vv € L.



1.2 Forme matricielle

Dans cette sous-section. nous allons poser le probleme sous forme matricielle.

Soit V' = [v1, v, ..., U] une matrice d’ordre n X m construite a partir de m vecteurs
v1, Vs, ..., U, formant une base du sous-espace K. De méme, on notera par W =
[wy, Wy, ..., wy,] la matrice déduite d’une base du sous-espace L.

Un vecteur v de K, v = 0", y;v; € K, s’écrira
v=Vy
ouy = (Y1,Y2--->Ym) € R™. De méme, un vecteur w quelconque de L peut s’écrire
w=Wze L.

Le probléme consiste a trouver la solution approchée v = uy + Vy ou y € R™.
La condition de Petrov-Galerkin s’écrit, sous forme corrective,

(Av,w) = (ro,w) VYwe€ L
(AVy,Wz) = (ro,Wz) Vz€R™
(W'AVy,z) = (W'ry,z) VzeR™

WIAVYy = W'rg

Par conséquent, la solution correspondant a la condition de Petrov-Galerkin est
donnée par
u=uy+ V(WAV) T Whr.

Voici le prototype d’un algorithme basé sur la méthode de projection.
En itérant jusqu’a convergence, faire:

1. choisir deux sous-espaces K,, et L,, de R" de méme dimension m,
2. construire les bases V,, et W), associées aux sous-espaces K,, et L,,,
3. évaluer le résidu courant: r = b — Au,

4. résoudre le systéme linéaire en dimension m: y = (W}, AV,,) " *Wi r,

5. mettre a jour la solution: u = u + V,,y



1.3 Deux familles de méthodes de projection

Dans cette sous-section, nous allons étudier, de mainiere générale, deux familles de
méthode de projection.

Avant d’expliciter les choix des sous-espaces K et L, nous allons décrire, de maniere
générale, deux grandes familles de méthodes:

e L = K: ceci conduira aux méthodes Full Orthogonalization Method (FOM) et
du gradient conjugué (CG).

o [, = AK: ceci conduira aux méthodes GMRES et MINRES.

Analysons ces deux cas:

1. L, = K,
Supposons que la matrice A soit symétrique et définie-positive. Dans ce cas,
I’équation (2) s’interpréte comme étant la condition d’optimalité du probléeme
de minimisation:
trouver u,, € ug + K,, tel que

J(U) = min J(ug + v)

vEKy,

ou la fonctionnelle J est définie par
1
J(v) = §(AU’U) — (byv).

En effet, la condition d’optimalité du probleme de minimisation s’écrit

(VJ(up),v) = (Aupy —0bv)=0 Yve K,
b— Au,, 1L K,

On peut aussi donner une autre interprétation de la méthode de projection. En
effet, posons

Eug+v) = (A(ug +v — @), ug +v — @) = |ug +v — al%

C’est-a-dire I’erreur mesurée a 1’aide de la norme induite par A.



La condition optimalité de ce probleme de minimisation est donnée par

(VE(up),v) = 2(A(ug + vy — 1),v)
= 2(A(up +vm) —bv) Yve K,
0.

Par conséquent, la solution u,, donnée par la méthode de projection admet la
caractérisation suivante:

E(um) = ein E(ug +v)

v m

Remarques

On obtient la méthode du gradient conjugué si on prend K,,, = [VJ(u1), VJ(u2), ..., VI (tUp_1)]-
De méme, la méthode de descente optimale s’inscrit dans cette famille. En effet,
on prendra comme sous-espace K, = [VJ(tupm_1)] = [rm_1]-

2. L,, = AK,,:
Dans ce cas, on peut écrire le probleme approché (2) sous la forme

(Aty,, Av) = (b, Av) Yov € Ly,

Mais ceci est la condition d’optimalité du probléme de minimisation:
trouver u,, € ug + K,, tel que

. o1
J(um) = nin J(uo +v) = Jnin §||A(u0 +v) — b3

m

En effet, on a que
1 , 1
§||A(u0 +ev) — b|* = E(A(uo + ev) — b, A(ug + €v) — b)

On dérive cette relation par rapport a € et ensuite on pose € = 0. On obtient:

(VJ(um),v) = (Auy, — b, Av) =0 Vv e K,

2 Meéthodes itératives de Krylov

Ces méthodes itératives sont des méthodes de projection basées sur un choix partic-
ulier du sous-espace K. Le choix de K est lié au théoreme de Cayley-Hamilton.

5



Théoreme de Cayley-Hamilton

Soient A une matrice carrée d’ordre n et h(\) = det(Ad — A) le polynéme car-

actéristique de A. On a que
h(A) = 0.

2.1 Généralités

Si on utilise ce théoreme, on obtient ’existence d’un polyndéme de degré n—1 vérifiant
A7t =p(A).
Ceci signifie que la solution du probléme (1) s’écrit maintenant
v=p(A)ry ouencore u=ug—+ p(A)rg

Ceci suggere de définir les sous-espaces suivants de R".

Définition: sous-espaces de Krylov

K:m(A, ’f'()) = ]Cm = [7“0,147‘0,1427“0, e ,Am_lTo] = {p(A)T0|p c Pm—l}

ou P,,_; est 'espace des polynomes de degré m—1. Généralement, on a que dim K,, =
m. D’une maniere plus précise, cette dimension est donnée par

dim K., = min{m, degré du polynéme minimal de A}
De plus, ces espaces vérifient les inclusions suivantes

KKy = [’f'()] C ’Cm C ]Cm_|_1 C K:n = R".

Remarque

Faisons le lien entre les sous-espaces de Krylov et ’algorithme du gradient conjugué.
On rappelle que l'itéré u,, est caractérisé par

m—1

J () = Irclylln I (U1 + Y @V J(u;))

i=0
et que l'on a les relations:

VJ(um) = VJ(um_1)+ Awp,

Tm = Tm_1— Aw,



Or rp = =VJ(up). Ce qui implique que [VJ(ug)] = Ky. De plus, uy € ug + K;.
De méme, en utilisant les relations ci-dessus, on a que wy = ayrg + aqr1 € [rg, Arg] =
ICo et ug = uq +wy € uy + [ro, Arg] = ug+ Ko et ainsi de suite. Par conséquent, 1'itéré

U,, vérifie
m—1

J(um) = min J(Um—1 + > a;VI(u;)) = Ulggln J(ug + v)

1=0

2.2 Procédé d’Arnoldi

Le but est de construire une base orthonormale du sous-espace de Krylov IC,,,(A, 7).
Cette base sera par la suite utilisée pour résoudre les problemes de moindres carrés
rencontrés ci-dessus. Il est clair que la factorisation complete donnée par Householder
est a éviter car n >> m. Le calcul de Q est trop coiiteux et gourmant en mémoire
car il faudrait stocker la matrice pleine d’ordre n.

Le procédé d’Arnoldi est un procédé d’othogonalisation analogue a Gram-Schmidt
mais qui est adapté a la structure particuliere des sous-espaces de Krylov.

Procédé d’Arnoldi-GS:

(v = 1o/|ro|

§ Uji+1 = AUj—Zgzl(AUj,Uz‘)Uz‘

\ Vj+1 = 77j+1/H77j+1H

Il est facile de vérifier que ce procédé conduit & une base orthonormale de IC,,, (A, 7).
Par contre, il est instable tout comme le procédé original de Gram-Schmidt. On
préfere utiliser une variante connue sous le nom de procédé de Gram-Schmidt modifié.
Ce procédé est basé sur 1’observation que

’l~)j+1 = PEA’Uj

ot E = [v1, 09,03, ...,0;]", i.e. le sous-espace engendré par les j vecteurs vy a v; et Pg
dénote le projecteur sur le sous-espace E. Or ce projecteur peut étre obtenu d’une
maniere différente:

PE == P[v],]L e P[vﬂLP[vl]L

Ceci conduit a ’algorithme de Gram-Schmidt modifié



2.3 Procédé d’Arnoldi-MGS:
1. v = 7"0/”7’0”

2. Pour j =1,...,m; faire:
w = Av;

3. Pour 1 =1,...,; faire:
w=w — (w,v;)y;

4. v = w/|wl

Cette algorithme est moins sensible aux erreurs d’arrondie.

Introduisons quelques notations.
On notera par
Vm = [Ula V2,V3,..., Um]

la matrice orthogonale d’ordre n x m et

7 — L. S (A'Uj,Uz‘) ZS]
Hin = (hyy) avee hi; = { D501 i=7+1

La matrice H,, est une matrice de Heissenberg de la forme

hii hia hiz hu ... him
hot hoa has hos ... hom
0 hsy hgs haa ... ham
a - S , . .
0 0 0 . hower howen

La sous matrice formée des m premieres lignes sera notée par H,,.
L’intérét de ces matrices proviennent du fait qu’elles permettent une écriture ma-
tricielle du procédé d’Arnoldi.



Relation importante:

AVm = m—l—lﬁm = VinHp, + hm—l—l,m’um—l—leﬁn

En effet, on a que:
J
Ui = Avj =3 hiju;
i=1

j
Avj = i+ higo;

i=1

j
Avj = hj10551 + D higvi.

=1

C’est-a-dire que les Av; sont des combinaisons linéaires des v, vo, ..., V41 dont les
coefficients sont donnés par la matrice H,,.

3 Méthode GMRES

Considérons un systeme linéaire inversible
Au =b.

Notons par ug le vecteur initial (par exemple, u = 0) et le résidu initial 7o = b — Auy.

L’algorithme GMRES est une méthode de projection basée sur les choix de K,, =
Km(A,1o) et L, = AK,.

D’apres la section 1, ceci est équivalent a choisir comme solution approchée le vecteur
Uy = Ug + Uy, Mminimisant le résidu

min [ A(us +v)] = min |ro— A (4)

par rapport aux vecteurs dans ug + K,,, d’ou ’appellation de ” Generalized Minimal
RESidual method”.

La solution du probléeme de moindres carrés (4) se fait par le procédé d’Arnoldi qui
construit une base orthonormale du sous-espace de Krylov K, (A, 7).
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Conséquences:

e Le résidu de la solution vérifie que

[l =6 — Aum)| = min b — A(uo + v)].

o [rmp| <frml
car K, (A, 79) C K1 (A, 19).

e L’algorithme converge en au plus n itérations car ICp, (A, 7o) = R".

Résolution du probleme de moindres carrés:
On pose que v = V,,,y. On a que

lro = Av[ = ro — AViy|
= |ro = Vins1 Hy|
= [Vini1(Ber — I:Imy) ”
= [Ber — Hnyl
Ci-dessus, on a utilisé le fait que les vecteurs de V,, sont orthonormaux, ro = |ro|v;
et on a posé 3 = |ro].

Ainsi, le probléeme de moindres carrés (4) posé sur le sous-espace de Krylov revient &
résoudre le probleme de moindres carrés sur R™

min [ Ger — Huyl

Pour résoudre ce probleme, on effectue une factorisation QR a ’aide des matrices de
Givens (car la matrice H,, est de Heissenberg)

Hm = QmRm = QmRm

On a noté par Q,,R,, la factorisation complete tandis que Q,, R, est la factorisation
réduite i.e R, est d’ordre m x m. On obtient

|Ber — FImy” = ||ﬂQmen€1 - QmRmy”
= |Qn(QnBer — Rny)|
|QrBer — Ryl
|QrBer — Ryl
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Le minimum est atteint en

Ym = R;ngm ou 9m = Q:nﬁel-

Revenons au calcul de la norme du résidu a l'itération m.

On a que

[7m]

IN

[b— Aup| = |ro — Avp|

Iro — AVl

||7‘0 — Vil HYm — hm-l—l,mvm-f—le:nu
|Vin(Ber — Hpy) — hm+1,mvm+leﬁn”
[oms1ll(€m, Yom)]

(em, Ym)|

hm+1,m ”ymH < cte hm+1,m

|hm+1,m

hm—|—1,m
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