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Automne 2014

MAT-2410: optimisation
solutionnaire — série 3

f(x) = 3|z — 2||* est strictement convexe. On a Vf(z) = z — z. Le minimum est

entierement caractérisé par la condition d’optimalité
(Vf(a),x —a) >0 VeelU<= (a—zx—a)>0 Vrel.

En posant a = Py(z), on obtient le résultat (z — Py(z),x — Py(2)) <0 Vz e U.

L’interprétation géométrique est que l'angle 6 entre les vecteurs z — Py(z) et x — Py(z)
doit vérifier || > 7/2.

{z € R" | x > 0} est un cone convexe. La condition d’optimalité est

{ (Vf(a),x)=(a—z,2)=(Py(z) —z,2) >0 Vx>0
(Vf(a),a) = (a—z,a) = (PU(Z) _Z>PU(Z)) =0

11 suffit de vérifier que a = Py(z) = max{0, z} satisfait au deux conditions ci-dessus.
Py(z) =max{0,z} > 2= Py(2) —2>0 = (Py(z) —z,x2) >0 car x > 0.

et clairement (max{0, z;} — z;) max{0, z;} = 0 pour tout i.

(a) U* = {(z,y) € R? [y > 0}

(b) U* = {\1(1,5)" + Xo(—2,=3)" | A1, A2 > 0}
(c) U*={\2,1)' | » e R}

(d) U* = {(z,y) €R* |y > x}

(e) U* = {(z,y) = 0}

(a) Soit x — xg,y —xo € Uyy = U —xp. On a

Mz—z0)+(1=AN)(y—x0) = Ax+(1=Ny—Axog—(1—=N)zg = Ax+ (1 —N)y—x¢ € Uy,

car U est convexe.
(b) Evident.



(c) Soit y € Uy . Par la géométrie du probleme, on doit avoir y qui soit parallele au
vecteur normal intérieur au point zo. Donc U = {Axg|A < 0}.

5. (a) La condition d’optimalité est

(Vf(z),z —2)=(a,x —Z) >0, Vrel,

autrement dit a € U.

(b) La solution n’est pas a l'intérieur car Vf = a # 0. Sur la frontiere, on a a € UZ,
autrement dit
a=—\T pour A > 0= |[ja]| = A

6. On a que Vf(x) = (21 — 1+ x9/2, 29 + 2 + 2, /2).

(a) En (0,0)
V£(0,0) = (—1,2)

qui ne vérifie pas la condition d’optimalité car angle trop grand.
(b) Sur z; = 0, on doit avoir V f(x) = t(1,0) avec t > 0.

To+2=0= 219 = -2

ce qui est impossible!
(c) Sur xo =0, on doit avoir V f(z) = t(0,1) avec t > 0.

r1—1=0= 121 =1

2411 /2=t=>1t="5/2.
La solution est (1,0)

7. Le probléme est strictement convexe. La solution doit étre unique. On a que Vf(x) =
(fL‘l — 1,l‘2 — 2)

(a) Cherchons une solution sur la droite x; + z2 = 1, on doit avoir V f(z) = t(—1, —1)
avec t > 0. Ceci fournit z; =1 —tet 29 =2 — ¢

donc (0,1) qui est a 'extrémité.



10.

(b) En (0,1), on a Vf(z) = (—1,—1) qui vérifie la condition d’optimalité.
En conclusion, (0, 1) est le point minimal.
Selon l'interprétation géométrique du probleme, la solution devrait étre (1,1). Vérifions

la condition d’optimalité en ce point. On a Vf(z) = (0,—1) qui vérifie la condition
d’optimalité (direction admissible).

. La solution ne se trouve pas a l'intérieur du domaine des contraintes U car V(—f)(z) =

(—1,—1) # (0,0). Passons en revue les segments de la frontiere:

i) En 29 = 0. On doit avoir V f(a) = t 7, = (—1,—1) = (0, %) qui est impossible.
ii) En z; = 0. On doit avoir Vf(a) = t i, = (—1,—1) = (¢,0) qui est impossible.
ili) En 22y + 25 = 2. On doit avoir V f(a) = t il = (—1,—1) = (=2t,—t) avec t > 0
qui est impossible.
iv) En z; 4+ 322 = 3. On doit avoir Vf(a) = t ;e = (—1,—1) = (—t, —2t) avec t > 0
qui est impossible.

v) Au point (1,0). V f = (—1,—1) n’est pas une direction admissible en ce point.
vi) Au point (0,0). Vf = (—1,—1) n’est pas une direction admissible en ce point.
vii) Au point (0,1). V ( 1,—1) n’est pas une direction admissible en ce point.

viii) Au point (3/5,4/ 5) = (=1, —1) est une direction admissible car

(—1,-1)-(1,-2) =1>0, (=1,-1)-(=3,1)=2>0.

En conclusion, (3/5,4/5) est le point minimal.

Le probleme est strictement convexe. La solution doit étre unique. On a que V f(x) =
(x1 — 5,9 — 3). La solution ne se trouve pas a l'intérieur du domaine des contraintes U
car Vf(z) =0 = (x1,22) = (5,3) ¢ U. Passons en revue les segments de la frontiere:

i) Sur la droite x; + 25 = —2. On doit avoir
Vf(a) =tnm = (r1—5,29—3) =t(—1,—1) avec t > 0 = (x1,22) = (h—t,3—1)

on obtient ¢ = 5 ce qui implique que x; = 0 > —1 donc impossible.



ii) Sur la droite ;1 = —1. On doit avoir
Vf(a) =tn, = (x1 — 5,20 —3) =t(—1,0) avec t >0 =25 =3

ce qui est impossible.

iii) Sur la droite 2 = 0. On doit avoir
Vf(a)=tnm = (r1 — 5,20 —3) =t(0,—1) avec t >0 =21 =5

ce qui est impossible.

iv) Au point (—2,0). On a Vf = (=7,5). Or ce n’est pas une direction admissible car
(—=7,-3)-(1,—1) = —4 < 0ou (1, —1) est la direction le long de la droite z1 + 2z = —2
issue du point (—2,0).

v) Aupoint (—1,—1). Ona Vf = (=6, —4) qui est visiblement une direction admissible.

En conclusion, (—1,—1) est le point minimal.



