STT-4400/STT-6210-Analyse de tableaux de fréquences H-14

Formules pour I’examen 1

Formules et définitions générales :

Théoreme de Bayes :

P(ANB) P(B|A)P(A)
P(A|B) = P(B) ~ P(BJA)P(A) + P(BJA®)P(AC)

ot A% est le complémentaire de 'événement A, donc P(AY) =1 — P(A).

Quantile : Soit W ~ L, ou L est une loi quelconque. Le quantile w, de cette loi est définit
comme étant la valeur vérifiant I’équation P(W > w,) = a.

Définitions relatives aux tests d’hypothese :

Hy : hypothese nulle;
H; : hypothese alternative;

Seuil ou niveau de signification, noté « : probabilité de commettre une erreur de type
I, soit P(rejeter Hy | Hy est vraie).

Seuil observé (en anglais p-value) : probabilité, sous Hy, d’obtenir un résultat égal ou plus
extréme que celui observé;

mid p-value : la moitié de la probabilité d’un résultat aussi probable que celui observé,
plus la probabilité d'un résultat plus extréme (moins probable), sous Hy.

Définitions relatives a la vraisemblance d’un vect. de param. 0 :

Vraisemblance : Soit X1, ..., X, un échantillon aléatoire de taille n, de fonction de masse
ou de densité conjointe f(x|@). Conditionnellement & ce que X = (X1,..., X,,) soit observé
et prenne la valeur x = (z1,...,z,), la fonction de vraisemblance est définie par :

L(6|x) = f(x|6).

Si les variables aléatoires X7 a X, sont indépendantes, on a que

n

L(O|z) = ] f(x:[6).

=1



Fonction score
vecteur des dérivées partielles de la log-vraisemblance par rapport aux parametres :

S(6) = ;’glnL(mm).

Matrice d’information espérée
(aussi appelée matrice d’information de Fisher ou simplement matrice d’information) :

1(6) = E(S(6)°) = E ((;; lnf(X|0)> )

Si X suit une distribution de le famille exponentielle, cette matrice se simplifie a :

1(6) = —E <§;2 lnf(X\O)) .

Cette matrice est en fait la matrice de variance-covariance de la statistique score.

Estimateur du maximum de vraisemblance de 8, noté 0
point en lequel la vraisemblance L(0|x) est maximisée.

Tests asymptotiques usuels :

Statistique d’un test de Wald sur un parametre 6
Hy : 0 = 0y, Hy peut étre bilatéral (6 # 6y) ou unilatéral ( 0 > 0y ou 6 < 6)

9 - 90 asymp.
se(6%) Ho

N(0,1)
ou 0* est un estimateur ponctuel de 0 et se(6*) est un estimateur de 'erreur type de 6*.

Statistique d’un test score sur un parametre 6
Hy : 0 =0y, Hy peut étre bilatéral (0 # 6,) ou unilatéral ( 6 > 6y ou 0 < 6y)

S<60) asymp. N(O 1)
1(60) Ho ’

ou S(6p) est la fonction score calculée au point 0 = 0y et I(6y) est la matrice d’information
espérée (ici de dimension 1 x 1) calculée au point § = 6.

Statistique d’un test de rapport de vraisemblance sur un vect. de param. 0
Hy : 8 € ©g, H; peut seulement étre bilatérale (8 € ©/0) ou O représente un sous-
ensemble de 'espace © des valeurs possible de 6

—2InA(X) ?aii{—m—p% X3
0



ou

Az) =

SupOe@o L(9|w) .

L(8o|)

supgee L(0]z)

© L(6|x)

avec O = lestimateur du maximum de vraisemblance de 6 et
0y = l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 restreint sous I’'espace ©y.

Le nombre de degrés de liberté d est la différence entre le nombre de parametres libres sous
'espace © (en d’autres mots la dimension de @) et le nombre de parametres libres sous ©q
(en d’autres mots la dimension de ©y).

Définitions relatives aux intervalles de confiance :

Niveau de confiance, noté 1 — « :

valle de confiance, i.e. P(L<0<U)=1—a.

Intervalle de confiance de Wald d’un parameétre 0 : [0* — z,/25¢(0%), 0" + z4/25¢(0")]
ou 0* est un estimateur ponctuel de 6 et se(6*) un estimateur de l'erreur type de 6*

probabilité que le parametre soit inclut dans 'inter-

1 Formules relatives aux tableaux de fréquences a une

variable

Résumé des informations relatives aux trois distributions étudiées :

H Binomiale Poisson Multinomiale
Echantillon
sur ’échelle Y7 a 'Y, € {succes, échec} - YiaY, €{resy,...,res;}
catégorique
. . . N 1 siY; =res;
Echantillon Y, — 1 siY; = succes Xiu= 0 sinon
sur I’échelle 171 0 siY; = échec X1 aX,€{0,1,2,...} )
‘s pouri=1,...,k et
numérique pourl=1,...,n
l=1,...,n
n v.a. indépendantes X; : un vecteur de k v.a.
Définition de || une seule v.a. X =5, X; : nombre de réalisations X =(X1,...,Xy) avec
la ou des nombre de succes parmi d’un événement dans un X; = > ; Xy : nombre
variables les n individus de intervalle de temps et/ou | d’individus de ’échantillon
aléatoires I’échantillon d’espace pour chaque pour lesquels Y = res;,

individu de 1’échantillon

pouri=1,...,k

Tableau des

fré N , X ‘ 0 1 . ‘ total
requences Y | succes échec | total fiéq. | no nm1i - | n Y | res resj | total
observées fréq. ‘ T n—x ‘ n fréq. ‘ T e T ‘ n
. . X itd Poisson(\ X =(Xy,..., X
Notation X ~ Bin(n,n) l () . ( Lo K)o~
pourl=1,...,n Multinomiale(n, my, ..., Tk
valeurs {0,...,n} VX; sous la
. 0,....n 0,1,2,... contrainte que
possibles {0,...,m} {0.1,2,...} 4

X1+...+Xk:n




H Binomiale Poisson Multinomiale ‘
Fonction de P(X =x)= e\ P(X = (z1,...,2x)) =
masse (r* (1 —m)n=® P(X =z) == E'—[ fl TR
, E(X;) = nm; pour
Espérance E(X)=nm E(X)=\ i1 I
Va'r(Xi) = 7”L7T¢(1 — 7Ti)
. _ _ pouri=1,...,k et
Variance Var(X) =nn(l —n) Var(X) =\ Cov(Xi, Xi) = —nmimy
pour i # 7’
Parametre ™ = (m1,... ) ol
v s m = P(Y = succes) A= E(X) m; = P(Y = res;), sous la
d’intérét ;
contrainte ), m; =1
Estimateur .
max. vrais. du ﬁ:% X:Zthl ﬁi:%pourizl,...,k
parametre
I:Iypotheses J P —— Ho: )= Ao Hy:mw=mo =
d'un test sur Hi:m# ou > ou < Hi:)\# ou > ou <A\ (M0, To k)
le parameétre L 0 L 0 Hy .7 #mg
y— T—m0 _ A=Xo
Statistique du W JR(Q=7)/n Y /An i
test de Wald 2P N(0,1) 2P, N(0,1)
HO Ho ’
_ __Fm D _ vk (Xi—nmo,)®
Statistique du ZS mo(l—mo)/n Zw o, /)\O/On X2 - Zi:l n:(:?
test score 2P N(0,1) 2P, N(0,1) 5 xi
0 Hy ’ Hop
Statistique
Wy = =2 (xln (22) + - _
test rapport 7 R G2=—-2%F  X;In (T
1— _ Ao _ 1 n{-—=
vraisemblance (n—z)In ( 1_77[?)) 2n ()‘ In ( )?) + (A )\0)) asym; ( i )
(test bilatéral AL o as)};mp' 3 Xi-1
seulement) Ho 0
Statistique du X — Bin(n,m) i i
test exact 0
IC Wald de correction de Bonferroni :

niveau 1 — «

0 —7)/n

fr:l:za/z

S\:I:zam\/%

IC score de
niveau 1 — «

[Lr, U] tel que définit
sous le tableau

[Lx, U,] tel que définit
sous le tableau

IC individuels de niveau
de confiance 1 — a/k pour
les k m; comme pour le
parametre de la binomiale

A~ z N
Ly=A+ 32—z p\/2 + 2

zoc/2 / ﬁ'(lfﬁ') + 404/22

2
a/

22
anZ et U7-|- =

2 et U)\—/\-i-

n+z o/2

(74 %

+ a2

~ 2
a/2 A Za/2
+ZO‘/2\/TL+ 4n? *

2
ﬁ'(l*ﬁ') Za/2
T T |

Remarque : Pour trouver les valeurs observées des estimteurs et des statistiques de test, il
suffit de remplacer les variables aléatoires X, X; ou X; par leurs valeurs observées z, x; ou
x;, respectivement.



Formules de statistiques descriptives numériques selon le format des données :

Statistique ‘ Format individus ‘ Format fréquences
" %
moyenne () 2 SoF vin
Y = —
n _ o — —
variance 2oy (=) — >y o —na? 2oy vini—na?
n-l n—1 n—1

Formes générales pour les statistiques du khi-deux de Pearson (X?) et du rapport
de vraisemblance (G?) :

, (0 —E ) b O;
X :ZiE}- et G :2;Oiln <Ez>

ou les O; sont des fréquences observées et les £ sont des fréquences espérées. Sous 1'hy-
pothése nulle que les fréquences espérées soient vraies, les statistiques X? et G? suivent
asymptotiquement une loi du khi-deux a d degrés de liberté. Ces degrés de liberté sont la
différence entre le nombre de parametres libres dans ’espace de toutes les valeurs possibles
des fréquences O; a Oy et le nombre de parametres libres sous ’hypothése nulle.

Remarque : La validité de loi asymptotique des statistiques X2 et G? peut étre mise en
doute lorsque plus de 20% des fréquences espérées sont inférieures a 5.

Test d’adéquation de données & une loi avec les statistiques X2 et G2 :

Etape préalable : déterminer arbitrairement & classes qui couvrent tout le support des va-
leurs possible de la variable a tester. Pour ¢ = 1,...,k, O; est le nombre d’observations de
I’échantillon tombant dans la classe k.

Selon le type de I'hypothese nulle, les statistiques de test sont les suivantes :

type 1 — Hy: Laloi £L(y) s’ajuste bien aux données

2 o asymp. 2
X ou G H—0> Xk’—l

avec E; =nP(Y € classe i|Y ~ L(6y))

type 2 — Hp: La famille de loi £ s’ajuste bien aux données

2 2 asymp. 2
X ou G H—0> kalfp

avec E; = nP(Y € classe i|Y ~ £(8))

ol p est le nombre de parametres de la loi £ que l'on estime a partir des données et 0 est
I’estimateur du maximum de vraisemblance de 6.



2 Tableaux de fréquences a 2 variables

2.1 Définitions

Variable en lignes : X, indice : i = 1,..., I, modalités : v; (parfois variable explicative);

Variable en colonnes : Y, indice : j = 1,...,J, modalités : w; (parfois variable réponse).

Fréquences théoriques :

Y
V1 vy | total
Uy
X Hij Hie
ur
total Lloj n

Fréquences observées :

Y
U1 vy | total
Uy
X Nij Nie
ur
total TNej n

Tous les estimateurs et les statistiques seront ici énoncés en utilisant les fréquences théo-
riques. Cette notation met en évidence le fait qu’il s’agit de variables aléatoires (fonctions
d’un échantillon aléatoire). Pour un échantillon donné, on calcule les valeurs observées de

ces quantités en remplacant les [uij, [Lie €T [lej PAT Nij, Nie €1 Nej, TESPECtiVEMENT.

Types de fréquences :

Fréquences
Fréquences
Fréquences
Fréquences
Fréquences

Fréquences

croisées : [;;;

marginales : /1o €t [lo;;

relatives croisées : fi;;/n;

relatives conditionnelles :

relatives marginales : p;q/n et iej/n;

fréquences de X conditionnelles & Y : f1;;/1e;
fréquences de Y conditionnelles & X : f1;;/na.

Types d’échantillonnage :

multinomial vs Poisson :
— multinomial : la taille d’échantillon n est fixe, interprétation statistique :

Multinomiale(n, my;,i =1,..., ;7 =1,...,J).

conditionnelles : Une ligne ou une colonne de fréquences croisées ;

— Poisson : la taille d’échantillon n n’est pas fixe, interprétation statistique :

pij ~ Poisson(;j)

simple vs multiple :
— simple : un seul échantillon (comme ci-dessus)

indépendantes pour

6

i=1,..

T

et 7=1,...,J



— multiple : On forme des sous-populations (strates), & partir des modalités de la
variable X ou de la variable Y, et on tire un échantillon dans chacune des sous-
populations. Ces échantillons sont indépendants. Si I’échantillonnage est multino-
mial, on a l'interprétation statistique suivante :

Stratification par rapport a la X : on a I sous-populations indépendantes telles que :

(fits - - - pag) ~ Multinomiale(n;, Ty, ..., 7)) pouri=1,...,1

ou les n; sont les n;e vus auparavant, mais considérés fixes.
Stratification par rapport a Y : on a J sous-populations indépendantes telles que :

(B, - - -, prj) ~ Multinomiale(n;, my;, ..., mp;) pour j =1,...,J

ou les n; sont les ne; vus auparavant, mais considérés fixes.

Probabilités d’intérét et leurs estimateurs :

Type de s s Estimateur Bon estimateur
probabilite | robabilité Définition potentiel | si éch. multiple
conjointe Tij P(X =v,Y = w;) i /n jamais
mareinale Tie P(X =) Lie/T0 si var. stratif. =Y
& Tej P(Y = wj) Lej/T si var. stratif. = X
o Ti|g P(X = ’UZ’Y = w]-) /,Ll'j/n.j si var. stratif. =Y
conditionnelle jli PY =w;j| X =) [ij/Tie si var. stratif. = X

2.2 Test d’association entre deux variables nominales
Test d’indépendance :

Hy : X et Y sont indépendants ou

7T2‘j :7Ti.7T.j \V/Z, ]
Test d’homogénéité de sous-populations (stratification par rapport a X) :

Hy : Dans les I sous-populations déterminées par X,
Y suit la méme distribution ou
(7T11,...,7T1J):"':(7T[1,...,7T[J) ou
T4 = Tjlé Vi 7£ 7:/, ] ou

Tjli = Tej \ i, j
Deux tests équivalents car : indépendance < homogénéité des sous-populations.

Les hypothese alternatives sont le complément des hypotheses nulles, ces tests sont toujours
bilatéraux.



— Statistique du khi-deux de Pearson :

I I (s — b ie s /1)2
ZZ MZJ ’ulj ) - ZZ (,U” ,Uzn,uﬁj/n) }[’{Op.{ X%]_l)(J—l)

i=1j=1 /“Lz] i=1j=1 [ieftej/T0

— Statistique du rapport de vraisemblance :

=2 Z Z L In 'u” =2 Z Z fij In Hij asﬁjp') X%pl)(.}—l)

i=1j=1 l] i=1 j=1 [Lieflej/T0

Cas particulier des tableaux 2 x 2 :

Test de comparaison de deux proportions
Posons 11 = =1 et Ty = myi—2.

Hy:m =m9 versus Hy:m # ou > ou <y

— Statistique du test de Wald :

Zw _ T — T2 asymp_ N(O, 1)
\/7/1\'1(1—7%1) _’_7/1\'2(1—7?‘2) Ho
Nie N2e
— Statistique du test score :
ZS _ T — T asymp.> N(O, 1)
A ~ 1 1 Ho
\/71'(1 —7) ( - )
Nie T2e
Niefytngefts _ paitpior

OU 7y = 11/ Ne, Tp = piz1/N2e €6 7 = nietn2e n

Forme abrégée de la statistique du khi-deux de Pearson pour un tableau 2 x 2

nA? .
X2 — m ol A = uyfioy — f1ofior

Petits échantillons :

Correction pour la continuité de la statistique du khi-deux de Pearson pour un
tableau 2 x 2 (correction de Yates) :

n\2
XCQO'I"I‘ = n(’A‘ — 5) asymp.} X%
HloﬂQoMol,qu Hy



Test exact de Fisher pour un tableau 2 x 2
Test d’indépendance dont la statistique de test est :

pan Hypergéométrique(a = ne1, b = Nie, ¢ =n)
0

Cette distribution est exacte, mais elle suppose que les marges sont fixes.

Fonctions de masse de la distribution Hypergéométrique(a,b,c) :

)G)
X a—x .
P(X =2)=~~+—>+——+ pour maz(0,a+b—c) <z < min(a,b)
C
(0
2.3 Deécrire et mesurer ’association entre deux variables nomi-
nales

— Probabilités conditionnelles : telles que définies a la section 2.1.
— Résidus :
— Résidus bruts :
RBjj = iij — i, = fij — Hisfle; /1

— Résidus de Pearson :

Mg — Mioﬂoj/n asymp. 2
RP, = Wi Ml [ v,y g2y
J uz.u.]/n HO J

— Résidus de Pearson ajustés ou standardisés :
RAPZ-]' _ Hij — ,Uio,u.j/n asymp. N(O, 1)

n n n

— Coeflicient de Cramer :

X? —
V= \l : /n pour un tableau 2 x 2 :V = Fiifiz — Bab
min (

I-1,J-1) VH1ef12efLe1fbe2

— Différence de proportions pour un tableau 2 x 2 :
Définition théorique :
Ti=1 — T|i=2 = T1 — T2

Estimateur :
T — Ty = ,ull/nl- - ,U21/n20



Intervalle de confiance de niveau 1 — « :

7/'1'1(]_ —’ﬁ'l) I ﬁz(l —’ﬁ'g)

Nie T2e

T — T € ﬁl—ﬁgiza/g\/

— Risque relatif pour un tableau 2 x 2 :
Définition théorique :
T
RR=—

T2

Estimateur : A
ER _ ? _ ,u11/,u1.
2 ,M21/,u2.

Intervalle de confiance de niveau 1 — « :

_ TR —— (B — 1 1 1 1
RR ¢ 220 M(BR) RR p2apdM(ER) | ayec ¢(In (RR)) = | — — ——
M1t Tie  H21 T2
— Rapport de cotes pour un tableau 2 x 2 :
Définition théorique :
RC — 7T1/(1 - 7T1) _ 11722
7T2/(1—7T2) 21712
Estimateur : o
RO — Tum2 _ Hi1H22
91712 H21 412
Intervalle de confiance de niveau 1 — « :
— ~ 5A — N B —_— 1 1 ]_ 1
RC ¢ 2ar2?MRO) = RC p2arpdMBOD | ayec ¢(In (RO)) = 4/ — + — + — +
Hir o M2 21 M22

2.4 Cas particulier des variables ordinales

Coefficient de corrélation
mesure d’association linéaire (Pearson) ou monotone (Spearman) entre X et Y

2[: Z Hig T W — L (ZI: m.vm,) (ZJ: M-jwmj)

i=1j=1 n\i=1 i=1

I 1 I
> pievm? — - (Z m.vmz)
=1 =1

2

J 1 {7 2
D Hegwmi — — | D pejwm
j=1 no\j=1
ou les vm; et wm; sont des quantités représentant les modalités des variables :
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— pour le coefficient de Pearson (rp), ces modalités modifiées sont des scores numériques
subjectifs mais choisis de facon a étre les plus représentatifs possibles de la réalité;
— pour le coefficient de Spearman, ces modalités modifiées sont les rangs moyens des

modalités de X et Y, que l'on peut calculer ainsi :
(rang min + rang max)

rang moyen de la modalité v; de X = 5
avec rang min = (nombre d’observations pour lesquelles X < v;) + 1

rang max = (nombre d’observations pour lesquelles X < v;)
Le méme raisonnement s’applique aux rangs moyens des observations de Y.

Test d’association entre X et YV

Hy : X et Y ne sont sont pas associées

X et Y sont associées (test bilatéral)
H, X et Y sont associées positivement
X et Y sont associées négativement

Statistique de test :

asymp.

M =ry/(n—-1) N(0,1)

Hy

ou encore la statistique de Mantel et Haenszel (test bilatéral uniquement) :

M? = (n— 1)r? —)asizp' i

ou r est, au choix, la corrélation de Pearson (ass. linéaire) ou de Spearman (ass. monotone).

2.5 Cas particulier des données pairées

Sensibilité et spécificité d’'un examen diagnostic

X = Résultat du test diagnostique, soit v;=positif (malade) ou v, = négatif (sain)
Y = Vrai état d'une personne, soit w;=malade ou wy = sain

— sensibilité = P(X = positif | Y = malade)

— spécificité = P(X = négatif | Y = sain)

Test de la symétrie de la loi conjointe dans un tableau I x I :

Hy : mj=m pour tout couple (i, 7)

Hy : myj# 7y pour au moins un couple (4, j)

— Statistique du khi-deux de Pearson (test de Bowker) :

2

X2 — (pig — i) asymp. 2

sym Z o Ho
1<icj<i Mij T Hji

11



— Statistique du rapport de vraisemblance :

I 1

TR ) oY T

sym ij -1
i=1 j—=1 Hij + i Ho 2

Test d’homogénéité des marginales dans un tableau I x [ :

Hy : m™ =m; pour tout ¢ =1,...,1

H, @ m #m; pour au moins un

On connait I'existence des statistiques de Stuart-Maxwell et de Bhapkar et on sait comment
les calculer en SAS, mais leurs formules n’ont pas été données en classe. Sous Hy, ces stati-
siques suivent asymptotiquement une x?_.

Test de McNemar
test de symétrie de la loi conjointe et d’homogénéité des marginales pour un tableau 2 x 2 :

o 2
ngm _ (M12 M21) asymp. X%
M1z + 21 Ho

Mesures d’accord entre les variables X et YV

— Proportion d’accord observé :
Définition théorique :

I
Py = Zﬂm
i=1

Estimateur :

I I
Py =Y #y=) pi/n
=1 i=1

— Kappa de Cohen :
Définition théorique :

PO - Pe
K= ——r
1-P,
ou P, = Zle TieTej €st la proportion d’accord aléatoire
Estimateur : R . ,
P - A e [lej
KR = OiAe ou Pe = Z Hie Hej
1— Pe =1 n.-n
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